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En este trabajo mostramos que sencillos procesos geometricos como contracciones 
dilataciones refiexiones y traslaciones, en su iteration al infinito pueden generar ob-
jetos geometricos de gran complejidad e irregularidad, pero con gran autosimilaridad 
y belleza a los cuales se les llaman atractores o fractales. Se mostrara la generation 
de estos atractores usando el Algoritmo de Iteration Aleatorio, mediante el programa 
FRACTINT. 
1. Preliminares matematicos 
Definition 1 Sea f : X X una funcion en un espacio metrico (X,d), entonces: 
(i) el punto Xf 6 X se llama punto fijo si f(xf) = xj 
(it) se llama contractiva si existe una constante 0 < s < 1 tal que 
d(f(x),f(y)) <sd(x,y) 
para todo x,y G X, cualquier s se llama factor de contractividad. 
(Hi) las iteraciones de f se definen recursivamente por /(n+1)(x) = / (/("'(x)) , 
n = 0 ,1 ,2 , . . . , con f{0)(x) = x. 
Teorema 2 Sea f : X X una funcion contractiva en un espacio metrico completo 
(X,d). Entonces f tiene exactamente un unico punto fijo Xf € X y para cualquier 
x € X, la sucesion (f^(x)) con n = 0,1,2, . . . converge a XF. 
El teorema intuitivamente dice que una funcion contractiva mapea X en si mismo 
y, lo mas importante, que para alcanzar su punto fijo se puede iterar la funcion a partir 
de un punto arbitrario. 
ACTA NOVA ; Vol. 2, N° l , diciembre 2002 • 92 
ACTA NOVA ; Vol. 2, N ° l , diciembre 2002 Divulgacion Cientffica • 93 
Definicion 3 Sea (X, d) un espacio metrico entonces se define el espacio de los frac-
tales (H(X),h{d)) donde H{X) = {A C X, A ^ 0 : A es compacto1} y la metrica de 
Hausdorff, h(A,B) = max{d(A, B), d{B, A)}. 
Donde d(A, B) es la distancia entre conjuntos, la cual se define por 
max {min d(x, y) : y £ B : x £ A} 
La definicion anterior dice que el espacio de los fractales se construye en funcion del 
espacio "base" X y sus elementos son conjuntos, ademas dicho espacio se hace metrico 
tambien en funcion de la metrica d. 
Teorema 4 [2] Sea {X,d) un espacio metrico completo entonces (H(X), h) es comple-
to. 
La importancia de la completitud del espacio de los fractales radica en que una 
sucesion de Cauchy en dicho espacio siempre converge (y los fractales existen!). 
Lema 5 Sea w : X —• X una funcion contractiva en un espacio metrico (X, d) con 
factor de contractividad s, entonces: 
(j) w mapea T-i{X) en si mismo 
(ii) w : H(X) H(X) definida por w(B) = {w(x) : x € B} para todo B G H(X), es 
una funcion contractiva en {%(X),h(d)) con factor de contractividad s. 
El lema intuitivamente dice que teniendo una funcion contractiva en el espacio "base" 
se puede construir una funcion contractiva, en el espacio de los fractales. 
Lema 6 Sea {X,d) un espacio metrico y sea {wn : n = 1,2,3, . . . , JV} funciones con-
tractivas en (7i(X),h(d)). Sea sn el factor de contractividad de wn y sea la funcion 
W : H(X) U{X) definida por 
W {B) = wx (B) U w2 (B) U • • • U wn(B) 
para cada B 6 TiiX), entonces W es contractiva con factor de contractividad s = 
max{s„ : n = 1 ,2 ,3 , . . . , N} 
Una funcion contractiva da un punto fijo en el espacio base o en el espacio de los 
fractales, el lema anterior indica que tenemos que la union de funciones contractivas 
generan en el espacio de los fractales una funcion contractiva mas interesante, ya que 
al ser union de funciones contractivas su punto fijo no es un punto en el sentido usual, 
lo es considerado como un conjunto de puntos en el espacio de los fractales. De manera 
que un fractal2 se obtiene como punto fijo de una funcion contractiva en el espacio de 
los fractales. 
1Un subconjunto compacto en un espacio metrico es cerrado y acotado. 
2Los fractales no se definen en general y se acepta la definicion de ser conjuntos tales que su 
dimension fractal es menor que su dimension topol6gica (B. Mandelbrot). 
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Definit ion 7 Un Sistema de Funciones Iteradas (I.F.S.) consiste de un espacio metri-
co (X, d) junto con un numero finito de funciones contractivas wn : X —t X. Se deno-
tara un I.F.S. por {X;wn,n = 1 ,2 ,3 , . . .,N}. 
Nota 8 Hasta el momento se uso un espacio metrico general (X, d), en lo que sigue 
tomaremos como X = Rn con n = 2,3 es decir el piano o el espacio y la metrica d, 
sera la Euclidiana. 
2. Atractores en el piano 
Las transformaciones que usaremos en la construction de atractores en el piano 
son las siguientes: dilataciones, estiramientos, rotaciones, reflecciones y traslaciones o 
composiciones de las mismas, los efectos de estas transformaciones se pueden ilustrar 
en la siguiente figura: 
dilatacion estiramiento 
reflexion 
Aunque las matrices de estas tranformaciones estan dadas [1], tambien se las puede 
determinar formando un sistema de ecuaciones que asocie las imagenes de los vertices 
de un cuadrado (por ejemplo) con las imagenes del mismo y se tendra la transformation 
buscada. Se usa como conjunto iniciador un cuadrado unitario para observar los efectos 
de las transformaciones y garantizar la contraction de la misma. 
El siguiente paso es informatico pues debemos iterar este I.F.S., usando un conjunto 
iniciador arbitrario pues por el teorema 2 y el lema 6 sabemos de la existencia del atrac-
tor3, para esto y en adelante usaremos el programa FRACTINT4 . 
Este programa itera cada transformation en forma aleatoria mediante el Algoritmo de 
Iteration Aleatorio y al cabo de un numero finito de iteraciones se van poniendo los pun-
tos en el monitor que corresponden a los puntos fijos que definen las transformaciones, 
una particularidad del algoritmo es que itera con mas frecuencia las transformaciones 
menos contractivas para llenar el fractal mas rapidamente, esto se hace asociando a 
3En lo que sigue no haremos distincion entre punto fijo, atractor y fractal. 
4Este programa esta catalogado el numero uno en genaracion de fractales y se encuentra al alcance 
de todos en internet. 
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cada transformation un peso o probabilidad p, que corresponde a su factor de escala 
con relation a las otras transformaciones. 
Como las transformaciones afines en el piano se escriben 
T{x) =Ax + B,conA=(^ac 
En dicho programa las funciones contractivas deben ser escritas como sigue 
a b c d e f P 
donde 
y Si es el factor de contractividad de la i-esima transformation. 
2.1. Construccion de atractores a traves de I.F.S. 
Como dice el viejo adagio "una imagen dice mas que mil palabras", de la misma 
forma exponemos ejemplos con los cuales se muestra la construccion de atractores a 
partir de sencillos procesos geometricos y su iteration al infinito, mediante el programa 
FRACTINT. 
Ejemplo 1 Supongamos que un nino luego de comer su dulce, forma la siguiente figura 
con el palito que sostenia el dulce (que llamaremos generatriz): 
Observemos que a partir del objeto iniciador el palito, se le asocia una nueva estruc-
tura. Nos preguntamos que estructura lograria si repitiese su aventura anterior en cada 
uno de los nueve segmentos actuales y mas aun si repitiese este proceso al infinito5! 
Para responder esta pregunta, observemos que la estructura anterior es obtenida por la 
primera iteracion de un I.F.S. entonces si deseamos saber sobre el conjunto obtenido por 
la repeticion al infinito del anterior proceso geometrico tendremos que hallar el atractor 
de dicho I.F.S. 
La descripcion del mismo empieza por la siguiente observacion: 
5ES claro que no puede repetir este proceso al infinito, sin embargo la pregunta se hace en el contexto 
matematico. 
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Contracci6n Contracci6n Contracci6n 
r=i /5 r=l /5 r=l /5 
Rotation Rotaci6n 
90 grados - 9 0 grados 
Ahora observe la siguiente sucesion de transformaciones, las cuales modelan cada 
parte del conjunto generatriz: 
de lo anterior se sigue que el I.F.S. esta constituido por las siguientes funciones: 
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El atractor se llama "Retorcidus"; esta en la seccion Galena de Imagenes y el I.F.S. 
en la seccion de Codigos. 
Ejemplo 2 Sea el cuadrado unitario J = [0,1] x [0,1], y consideremos las transfor-
maciones: contraccion con factor contraccion con factor | y traslacion a (0.5,0) y 
contraccion con factor \ y traslacion a (0,0.5) es decir quitar el cuarto cuadrado dere-
cho superior. Ilustramos el efecto de estas funciones para tener idea de la formacion del 
atractor que definen en su iteracion al infinito. El atractor esta en la seccion de Galena 
de Imagenes y el I.F.S. en la seccion de Codigos. 
w,(J) 
W,(J) W3(J) 
Ejemplo 3 Sea el cuadrado unitario J = [0,1] x [0,1], dividiendole en 9 cuadrados 
iguales consideremos las siguientes transformaciones: contraccion con factor | y tras-
lacion sobre todos los cuadrados, excepto al cuadrado medio, estos (nueve) procesos 
geometricos tienen como atractor la Esponja de Menger. El atractor esta en la seccion 
de Galena de Imagenes y el I.F.S. en la seccion de Codigos. 
Ejemplo 4 Un ejemplo menos rigido, sea el cuadrado unitario J = [0,1] x [0,1], y 
consideremos las transformaciones contraccion con factor contraccion con factor 
rotacion en 60° y traslacion hasta el punto (0.3,0); contraccion con factor rotacion 
en —60° y traslacion hasta el punto (0.5, \/3/6); y finalmente contraccion con factor | 
y traslacion hasta el punto (0.66,0), estos procesos geometricos tienen como atractor la 
"curva" de Koch. El atractor esta en la seccion de Galena de Imagenes y el I.F.S. en la 
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section de Codigos y en la siguiente figura se observa el efecto del I.F.S. en su segunda 
iteration. 
3. Atractores en el espacio 
Las ideas dadas anteriormente se extienden al espacio, aunque la construction de los 
atractores se haga mas complicada, y alguna veces el programa FRACTINT no pueda 
mostrar el atractor en todo su esplendor. 
E jemplo 5 Supongamos que tenemos un cubo unitario, el cual es dividido en 27 cubos 
iguales por pianos paralelos a los lados. Sean las siguientes transformaciones geometri-
cas, contracion con un factor del/3 y traslacion sobre cada uno de los anteriores cubitos 
excepto el cubo medio y los cubos que comparten con dicho cubo una cara, en la siguiente 
figura se observa esto: 
Este proceso geometrico se modela por un I.F.S. de 20 transformaciones, (ipodria 
escribirlas?) y el atractor llamado esponja de Sierpinsky-Menger, esta en la section 
Galena de Imagenes, aunque en dicho grafico se muestra tan solo la cuarta iteration 
del I.F.S., las siguientes iteraciones quedan para la imagination del lector... verdad que 
dicho atractor es fascinante. 
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4. Una aplicacion: El Teorema del Collage 
Teorema 9 (Barnsley 1985) Sea (X,d) un espacio metrico. Sea L € T~L (X) dado y sea 
e > 0. Escojamos un I.F.S. {X;WQ,WI, ... ,wn} con factor de contractividad 0 < s < 1 
tal que 
h (L,|JWi(L)j < e 
donde h(d) es la metrica de Hausdorff, entonces 
h(L,A) < 
1 — s 
donde A es el atractor del I.F.S., equivalentemente 
i=1 
h(L,A) < (l-s)_1/i [L,\Jwi(L) 
para todo L 6 H(X). 
Prueba: Por el lema 6, la funcion W = |J uii es contractiva con factor de contracti-
t=i 
vidad s = max{sn : n = 1,2,3,..., N}, donde sn el factor de contractividad de wn, 
entonces tenemos: 
/ i (Wm (L) ,L) < J2h(Wk ( L ) , ^ - 1 (L)) 
k=l 
m 
k=1 
m i _ „m 
< h(W(L),L) 
haciendo m -> oo tenemos 
h(A,L) < —^—h (W (L), L) 
1 — s 
esto termina la prueba. 
En esencia este resultado dice que dada una figura usando algunas transformaciones 
(las cuales actuan en el conjunto dado como conjunto iniciador) las cuales hagan un 
collage de la original es decir tal que la figura se recubra de la mejor forma posible, es 
posible reconstruirla como un atractor del algun I.F.S., pues un atractor puede tener 
distintos Sistemas de Funciones Iteradas que lo generen. 
Ejemplo 6 Construimos un I.F.S. cuyo atractor sea la palabra MAT, con la ayu-
da de 9 transformaciones, las cuales dispuestas convenientemente daran un atractor 
muy proximo en la metrica de Hausdorff. La idea para esto es empezar con un cuadra-
do unitario como conjunto iniciador y pensar que la letra MAT esta constituida de 9 
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rectangulos rotados trasladados etc., los cuales forman los segmentos de MAT, el I.F.S. 
esta en la seccion codigos y el atractor es el que se muestra en la imagen superior. 
Observe la autosimilaridad del atractor, tenemos un acercamiento a la parte superior 
de la letra A: 
I* V J r\ y» • I K f % 
j» >• J 
r,' -1 
F 
i 
k 
1 V 1 
» »> Vs?-
En lo que sigue se hara uso de este teorema para modelar las Hojas 1, 2 y 3. Esto se 
logro segun la autosimilaridad de la figura y el Collage de la misma convenientemente 
contraida rotada y traslada, como el anterior caso el estudio de los I.F.S. explican en 
detalle los procesos geometricos asociados. 
5. Galena de imagenes 
A continuation presentamos algunos atractores, obtenidos como puntos fijos de sim-
ples transformaciones geometricas. 
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Figura 3: Triangulo de Sierpinsky. Figura 4: La Carpeta de Menger. 
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Figura 7: P u l p o A . 
Figura 8: EspiralA. 
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Figura 9; DragonA. 
Figura 10: Hoja 3. 
Figura 11: HislasA. 
Figura 12: GemelusA. 
Figura 13: TriangulusinfinitumA. 
104 • Alvaro Carrasco: Procesos Geometricos Infinitos: Camino Hacia los Fractales 
Figura 14: Arbol. 
Figura 15: Helecho 3D. 
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Figura 16: Esponja de Sierpinsky-Menger. 
6. Codigos de I.F.S. 
En esta seccion estan los I.F.S. de todos los atractores de la seccion anterior excep-
tuando la Esponja de Menger-Sierpinsky. Algunos nombres de los siguientes atractores 
no corresponden a la consonancia latina, ellos son solo nombres. 
Codigo del I.F.S. de RetorcidusA 
w a b c d e / P 
1 0.2 0 0 0.2 0 0 0.111 
2 0 -0.2 0.2 0 0.2 0 0.111 
3 0.2 0 0 0.2 0.2 0.2 0.111 
4 0 0.2 -0.2 0 0.4 0.2 0.111 
5 0.2 0 0 0.2 0.4 0 0.111 
6 0 0.2 -0.2 0 0.6 0 0.111 
7 0.2 0 0 0.2 0.6 -0.2 0.111 
8 0 -0.2 0.2 0 0.8 -0.2 0.111 
9 0.2 0 0 0.2 0.2 0 0.111 
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Codigo del I.F.S. de la Curva de Koch 
w a b c d e / P 
1 0.33 0 0 0.33 0 0 0.125 
2 0.1667 -0.2887 0.2887 0.1667 0.33 0 0.125 
3 0.1667 0.2887 -0.2887 0.1667 0.5 0.289 0.125 
4 0.33 0 0 0.33 0.66 0 0.125 
Codigo del I.F.S. de M A T (A) 
w a b c d e / P 
1 0.07143 -0.07063 0.48214 0.01046 0.42855 0 0.111 
2 0.07143 0.07063 -0.48214 0.01046 0.5 0.48214 0.111 
3 0.14285 0 0 0.0714 0.42855 0.10715 0.111 
4 0 -0.0714 0.42855 0 0.89285 0 0.111 
5 0.2857 0 0 0.10714 0.7143 0.42855 0.111 
6 0 -0.07145 0.5 0 0.07145 0 0.111 
7 0.07145 0 -0.14285 0.14285 0.07143 0.35714 0.111 
8 0.07145 0 0.14285 0.14285 0.14285 0.2143 0.111 
9 0 0.07145 -0.5 0 0.21428 0.5 0.112 
Codigo del I.F.S. del Triangulo de Sierpinski 
U) a b c d e / P 
1 0.5 0 0 0.5 0.01 0.01 0.33 
2 0.5 0 0 0.5 0.01 0.50 0.33 
3 0.5 0 0 0.5 0.50 0.50 0.33 
Codigo del I.F.S. de la Carpeta de Menger 
w a b c d e / P 
1 0.33 0 0 0.33 0 0 0.125 
2 0.33 0 0 0.33 0.33 0 0.125 
3 0.33 0 0 0.33 0.66 0 0.125 
4 0.33 0 0 0.33 0 0.33 0.125 
5 0.33 0 0 0.33 0 0.66 0.125 
6 0.33 0 0 0.33 0.66 0.66 0.125 
7 0.33 0 0 0.33 0.66 0.33 0.125 
8 0.33 0 0 0.33 0.33 0.66 0.125 
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Codigo del I.F.S. de Hoja 1 
w a b c d e / P 
1 0.8 0 0 0.8 0.1 0.04 0.5 
2 0.5 0 0 0.5 0.25 0.4 0.166 
3 0.355 -0.355 0.355 0.355 0.266 0.078 0.166 
4 0.355 0.355 -0.355 0.355 0.378 0.434 0.166 
digo del I.F.S. de Hoja 2 
w a b c d e f P 
1 0 0 0 0.16 0 0 0.01 
2 0.2 -0.26 0.23 0.22 0 1.6 0.07 
3 -0.15 0.28 0.26 0.21 0 0.11 0.07 
4 0.85 0.01 -0.01 0.85 0 1.6 0.85 
Codigo del I.F.S. del PulpoA 
w 0 b c d e / P 
1 0.5 -0.5 0.5 0.5 0 0 0.5 
2 0.5 0.5 -0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
Codigo del I.F.S. de La EspiralA 
w a b c d e / P 
1 0.79 -0.42 0.42 0.79 1.76 1.41 0.6 
2 0.12 0.24 -0.24 0.12 -2.72 1.38 0.2 
3 0.18 -0.05 0.05 0.18 3.07 1.57 0.4 
Codigo del I.F.S. del DragonA 
w a b c d e / P 
1 0.8 0.32 -0.32 0.8 -1.9 -0.1 0.8 
2 0.1 0.42 -042 0.1 0.8 8.1 0.2 
Codigo del I.F.S. de La Hoja 3 
w a b c d e / P 
1 0.6 0 0 0.6 0.18 0.36 0.25 
2 0.6 0 0 0.6 0.18 0.12 0.25 
3 0.4 0.3 -0.3 0.4 0.27 0.36 0.25 
4 0.4 -0.3 0.3 0.4 0.27 0.09 0.25 
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Codigo del I.F.S. de HislasA 
w a b c d e / P 
1 0.2 -0.4 0.4 0.2 0 0 0.2 
2 0.2 -0.4 0.4 0.2 0.2 0.4 0.2 
3 0.4 0.2 -0.2 0.4 0.4 0.8 0.2 
4 -0.2 0.4 -0.4 -0.2 0.8 0.6 0.2 
5 0.4 0.2 -0.2 0.4 0.6 0.2 0.2 
Codigo del I.F.S. de TriangulusinfinitumA 
w a b c d e f P 
1 0.5 0 0 0.5 0 0 0.2 
2 0.25 0.433 -0.433 0.25 0.5 0 0.2 
3 -0.5 0 0 -0.5 0.75 -0.433 0.2 
4 0.25 -0.433 0.433 0.25 0.25 -0.433 0.2 
5 0.5 0 0 0.5 0.5 0 0.2 
digo del I .F.S. de GemelusA 
w a b c d e / P 
1 0.2 -0.2 0.2 0.2 0 0 0.0769 
2 0.2 -0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.0769 
3 -0.2 -0.2 0.2 -0.2 0.4 0.4 0.0769 
4 -0.2 0.2 -0.2 -0.2 0.2 0.6 0.0769 
5 0.2 0.2 -0.2 0.2 0 0.4 0.0769 
6 0.2 0.2 -0.2 0.2 0.2 0.2 0.0769 
7 0.2 0 0 0.2 0.4 0 0.0769 
8 0.2 0.2 -0.2 0.2 0.6 0 0.0769 
9 0.2 0.2 -0.2 0.2 0.8 -0.2 0.0769 
10 -0.2 0.2 -0.2 -0.2 1 -0.4 0.0769 
11 -0.2 -0.2 0.2 -0.2 0.8 -0.6 0.0769 
12 0.2 -0.2 0.2 0.2 0.6 -0.4 0.0769 
13 0.2 -0.2 0.2 0.2 0.8 -0.2 0.0769 
Codigo del I.F.S. del Arbol 
w a b c d e / P 
1 0.195 -0.488 0.344 0.443 0.443 0.245 0.22 
2 0.462 0.414 -0.252 0.361 0.251 0.569 0.2 
3 -0.058 -0.07 0.453 -0.111 0.5976 0.0969 0.18 
4 -0.035 0.07 -0.469 -0.022 0.4884 0.5069 0.15 
5 -0.637 0 0 0.501 0.8562 0.2513 0.25 
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Codigo del I.F.S. del Helecho 3D 
w a b c d e / 9 h i h k I P 
1 0 0 0 0 0.18 0 0 0 0 0 0 0 0.1 
2 0.85 0 0 0 0.85 0.1 0 -0.1 0.85 0 1.6 0 0.85 
3 0.2 -0.2 0 0.2 0.2 0 0 0 0.30 0 0.8 0 0.07 
4 -0.2 0.2 0 0.2 0.2 0 0 0 0.30 0 0.8 0 0.07 
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